
第 31 卷第 10 期                               岩    土    力    学                               Vol.31  No.10 
2010 年 10 月                               Rock and Soil Mechanics                                   Oct.  2010 

 
收稿日期：2009-05-20 
基金项目：高等学校博士学科点专项科研基金资助课题（No. 20060422002）。 
第一作者简介：王者超，男，1980 年生，博士，讲师，主要从事岩土类材料流变性质与地下工程稳定性研究。E-mail:wang_zhechao@hotmail.com 

文章编号：1000－7598 (2010) 10－3051－07 

 

 

高应力下颗粒材料一维力学特性研究(I):压缩性质 
王者超 1, 2，李术才 1 

（1.山东大学 岩土与结构工程中心，济南 250061；2.卡尔加里大学 土木工程系，加拿大 卡尔加里 T2N1N4） 
 

摘  要：高水平应力作用下，砂土等颗粒材料中的颗粒将发生破碎。一方面，颗粒破碎导致材料的颗粒分布曲线发生变化：

材料中的粗颗粒含量减少，细颗粒含量增加；另一方面，颗粒的破碎引起了能量的转化。由能量守恒定律，作用过程中外力

所做的功一部分由粒间摩擦力转化成热能，而另一部分则消耗到颗粒破碎过程中。利用表面物理学理论，颗粒破碎能可以表

达为颗粒表面张力在颗粒破碎中所作的功。由此得到了一维压缩条件下颗粒破碎量与宏观压缩量之间的关系表达式。为了验

证得到的关系式，开展了砂土的一维压缩试验，并进行了试验数据的整理分析。研究结果表明，所得关系表达式能较好地反

映高水平应力作用下颗粒破碎对颗粒材料压缩性的影响。 
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One-dimensional mechanical behavior of granular material  
under high stresses(Part I): compression behavior 
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Abstract: Grain crushing occurs in granular materials when the materials are compressed at high stresses. On one hand, grain 
crushing induces the evolution of grain size distribution. The content of coarse grains decreases while the content of fine grains 
increases. On the other hand, the crushing of grains induces the conversion of energies. According to the law of the conservation of 
energy, one component of the work done by external forces is transferred into heat energy due to the friction between grains; and the 
other component is dissipated into grain crushing, which was estimated using the theory of surface physics in this study. A 
relationship between grain crushing amount ratio and void ratio was obtained based on the theories of fractal geometry. One- 
dimensional compression tests on sand were conducted and relevant test data were examined to verify the obtained relationship. It 
was indicated in this study that the obtained relationship can describe the influence of grain crushing on the compressibility of 
granular materials at high stresses. 
Key words: sands; one-dimensional compression; grain crushing; fractals; surface tension 
 

1  引  言 

颗粒材料的破碎现象广泛存在于岩土工程中。

工程实践中，诱发材料颗粒破碎的原因主要有两个：

一是颗粒本身强度较低、受力易破碎，如钙质砂、

煤矸石的破碎[1－2]；另一个则是高强度颗粒受到极

高应力的作用，如在高土石坝底端和端桩持力层等

中发生的颗粒破碎现象[3－7]。微观上，砂土类颗粒

材料的变形是由接触点变形，颗粒的滑动、滚动等

排列重组过程以及颗粒破碎等机制引起[8]。不同水

平应力下，材料的变形由不同微观机制控制。在低

水平应力下，变形主要由颗粒接触点变形和轻微的

颗粒滑动、滚动引起；在中水平应力下，变形多由

颗粒之间不可恢复的滑动、滚动等排列重组过程引

起；而在高水平应力下，变形则主要是由颗粒破碎

及随后的颗粒排列重组引起。因此，本文所讨论的

高应力是个相对的概念，用来表明在此应力下颗粒

性质由颗粒破碎现象控制。 
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为了研究这种破碎现象，人们开展了一系列的

室内试验。Roberts 和 de Souza 通过试验发现高水平

应力下硅质砂的高压缩性与颗粒破碎密切相关[9]；

研究者还发现一维压缩试验中硅质砂[10]和钙质砂[3]

的屈服应力与颗粒破碎强度有关；而张季如等[7]通

过石英砂的一维压缩试验研究了破碎产物的分形特

性。除此之外，Hagerty 等[4]和 Bard 等[11]分别发现

玻璃和焦炭颗粒在受压作用下也出现了颗粒破碎现

象。颗粒破碎不仅发生在材料受压过程中，研究人

员在硅砂[6]、堆石[3]和食品[12]的蠕变试验中也发现

了颗粒破碎现象。 
为了研究颗粒破碎对材料力学性质的影响，研

究者采用了能量方程解析法和离散单元模拟法。在

能量方程解析法中，Roscoe 等认为，黏土变形中外

力做功全部由摩擦力消耗，提出了 Cam-clay 能量方

程[13]；此后该方程被推广运用到摩擦性材料[14]；

McDowell 和 Bolton 在研究颗粒破碎对于砂土压缩

特性的影响过程中，在 Cam-clay 能量方程中加入了

颗粒破碎能，得到一个用微观参数描述的一维压缩

模型[15]。而在离散单元模拟法中，利用颗粒流的簇

颗粒单元，研究人员分别模拟了砂土在一维压缩[16]

和直剪[17]过程中的颗粒破碎现象。 
然而，围绕颗粒破碎对材料压缩行为影响这一

研究课题，人们对颗粒受力（常应力或递增应力）

破碎后颗粒分布曲线的演化模式、破碎过程中能量

相互转化关系等问题还并不十分清楚。本研究中，

笔者在 McDowell 和 Bolton 模型基础上，分析了砂

土一维压缩和蠕变过程中颗粒分布曲线演化模式，

讨论了两个过程中能量转化关系，得到了砂土在一

维压缩和一维蠕变中颗粒破碎量与宏观压缩量之间

的关系表达式，并在此基础上开展了渥太华砂的一

维压缩和蠕变试验，进行了相关文献的调研工作，

验证了所得关系可以描述高应力下颗粒破碎量与宏

观压缩量之间的关系。本文将着重讨论颗粒破碎对

一维压缩行为的影响。颗粒破碎对颗粒材料一维蠕

变行为的影响将在另一篇文章中讨论。 

2  颗粒分布曲线演化模式 

物理试验和数值模拟表明[18]，当砂土等颗粒材

料在外力作用下，内部作用力成链状分布，形成力

链结构。在这种力链结构中，少部分力链（强力链）

承受了大部分的外力。在不断增大的外力作用下，

部分位于强力链上的颗粒受力超过极限强度时，颗

粒发生破碎并形成若干小颗粒，与此同时，周围颗

粒发生滑动、滚动等排列重组过程；随着排列重组

过程的不断扩展，力链结构发生变化，从而进入下

一个颗粒破碎循环。在整个过程中，一个重要的问

题是如何描述颗粒尺寸随应力演化的过程。 
由于颗粒材料受力后内部形成力链结构，因此，

颗粒破碎不是同时发生，而是首先出现在强力链上

的某些颗粒，然后扩展到更大范围。图 1 是渥太华

砂在不同应力水平压缩后的颗粒分布曲线[9]。从图

中可以看到，颗粒破碎首先出现在较小颗粒中，然

后随着应力水平的不断增加，颗粒破碎范围不断增

加。而在 Hagerty 等人开展的一维玻璃珠压缩试验

中，颗粒破碎表现出同样的特点，即在压缩过程中，

颗粒破碎从较小颗粒逐渐扩展到较大颗粒[4]。 
 

 
图 1  渥太华砂一维压缩颗粒分布变化曲线[9] 

Fig.1  Grain size distribution curves of Ottawa sand  
in 1D compression[9] 

 
Turcotte 分析了大量岩土类材料破碎产物数量

和尺寸之间的关系，发现其中存在在分形关系[19]： 

    DN l d A d 
            （1） 

式中： d 为一特定尺寸； l为破碎产物尺寸大小；

 N l d 为尺寸大于 d的破碎产物数量；D为分形

维数；A为分形关系比例系数。大量试验观测表明，

一维压缩试验中破碎产物的分形维数约为 2.5[20－21]。

除此之外，Mc Dowell 等[20]采用数值模拟手段验证

了颗粒破碎产物的分形特征。 
这里需要特别指出的是，式（1）所示分形关系

及其分形维数 2.5D  只适用于颗粒破碎产物，而不

适用于未破碎颗粒（未破碎颗粒数量-尺寸关系由试

样的初始分布曲线决定）。但随着试样中破碎量增

加，所有颗粒的数目-尺寸关系越来越趋近于 D   
2.5 的分形关系[7]。 

综上所述，颗粒分布曲线演化模式可由图 2 表

示。图中，材料中初始最小和最大颗粒尺寸分别为

sd 和 ld ；在应力 1 作用下，颗粒中较小颗粒发生破

碎，破碎产物颗粒分布曲线如图中 1 标示线段所

示；在应力 2 作用下，颗粒中破碎范围增加，且在
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应力 1 作用下破碎产物再次发生破碎，破碎产物颗

粒分布曲线如图中 2 标示线段所示；并且两个应力

水平下颗粒破碎产物的数量-尺寸关系都服从相同

的分形分布。 
 

 
图 2  一维压缩条件下颗粒材料颗粒分布曲线演化示意图 

Fig.2  Grain size evolution in 1D compression  
of granular materials 

3  试样破碎前后比表面积增量 

如图 2 所示，假设试样受到应力 的作用，试

样内颗粒发生破碎。颗粒破碎后颗粒分布曲线由两

部分组成：一部分为未发生破碎的较大颗粒（粒径

由 2d 至 ld ），而另一部分为由较小颗粒（粒径由 sd 至

2d ）受力破碎产生的更小颗粒（粒径由 1d 至 2d ）。

因此，不难理解，试样破碎前后表面积增量来自较

小颗粒（粒径从 sd 至 2d ）的破碎。 
依据分形理论，破碎产物的数量-尺寸关系可以

由式（1）表示。对式（1）分别积分 2 次和 3 次可

以得到破碎产物的表面积和体积表达式： 

     2 2
c 1 2 s 1 22

D DDS S d d d A d d
D

       
≤ ≤  

（2） 

   3 3
c v 2 13

D DDV A d d
D
     

    （3） 

式中： cS 和 cV 分别为颗粒破碎产物的表面积和体

积； s 和 v 分别为破碎产物表面和体积形状因子；

S为粒径小于 2d 但大于 1d 的颗粒面积。进一步假设

颗粒破碎过程中密度保持不变，破碎产物的质量可

以表示为 

   3 3
c v 2 13

D DDM A d d
D
     

   （4） 

式中：  为材料密度。由此，破碎产物的比表面积

可表示为 
3

c s 1
c

c v 2 1

3 1
2

D
S dDs
V D d d




        
      （5） 

如上所述，一维压缩试验中破碎产物的分形维

数约为 2.5[19－20]。由此式（5）可简化为 

s
c

v 1 2

1s
d d




              （6） 

式（6）表示破碎产物比表面积是破碎产物最大

及最小尺寸的函数。式（6）利用分形理论把破碎产

物大小不一的尺寸简化成一个等效尺寸表达。为简

单起见，把破碎前颗粒用另一个等效尺寸表达： 

s 2d d d              （7） 

式中： 为初始颗粒分布曲线的分布系数，对于均

匀分布， 1  。由此，破碎前颗粒比表面积可分别

表示为 

c s
c

c v s 2

1 1Ss
V d d


 

           （8） 

如上所述，试样表面积增量来自于较小颗粒破

碎，因此，整个试样的比表面积增量可以表示为 

  c
c c

s

d
Vs s s
V

              （9） 

式中： sV 为试样中颗粒的固体体积。将式（6）和

式（8）代入式（9），得到破碎前后试样比表面积增

量可表达为 

s c

v s1 2 s 2

1 1d Vs
Vd d d d


 

 
   

 
      （10） 

4  外力作用下试样的表面能 

针对黏土类摩擦性材料，Roscoe 等[13]从能量守

恒方程出发，得出表述黏土类材料性质的 Cam-clay 
能量方程，其表达式为 

p p p
q p qq p Mp              （11） 

式中：q和 p分别为偏应力和有效平均主应力； p
q

和 p
v 分别为塑性偏应变和体应变；M 为临界状态

下偏应力和有效平均应力比。对于可破碎材料，外

力做功一部分克服摩擦转化成热能，而另一部分消

耗在颗粒破碎过程中。因此，能量守恒方程需写成： 
p p p
q p q cq p Mp E              （12） 

式中： cE 为单位体积试样消耗到颗粒破碎过程中的

能量。已有的研究[21]认为，颗粒破碎能等于颗粒破

坏后试样中新增表面的表面能。然而，近年来一些

学者发现，砂土颗粒破碎时伴随着大量的声发射现

象[14－15]。为了将声发射能也计入能量转化关系，本

1 2

2 1
1 1 s
1 2
2 2 1

d d d

d d d

 

 

 

 

2  

1  
  

2 1 1 2
1 1 1 s 2 2 2 1                                           d d d d d d d d  
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文将采用一种新的方法来度量颗粒破碎过程中消耗

的能量。 
表面物理学中，当液体或固体曲面两侧存在压

力差时，液体或是固体表面内会产生表面张力，如

图 3 所示，图中 x 和 y 为曲面在 x和 y方向的夹

角； F B x xF F R   ， L R y yF F R   分别为前、

后、左、右 4 个方向的表面张力[22]，由力的平衡条

件，表面张力与压力差和表面区率半径之间的关系

可表示为 Young-Laplace 方程[22]： 

1 1

x y

p
R R


 

    
 

          （13） 

式中： p 为表面内外两侧的压力差； 为表面张力；

xR 和 yR 为表面的曲率半径。 

 

 
图 3  曲面的表面张力示意图[22] 

Fig.3  Illustration of surface tension in a curved surface[22] 

 

为便于理解，本文将颗粒破碎过程分解为两个

过程：首先是颗粒受力，同时储存能量的过程；然

后是颗粒破碎，同时释放所储存能量的过程。在能

量释放过程中，新增表面能和释放的声发射能总和

应等于表面张力所做得功，即 cE 应与颗粒破碎过程

表面张力做功相等。上文已经得到颗粒比表面积增

量表达式，接下来讨论表面张力的表达式。 
考虑到试样中发生破碎颗粒尺寸大小不一，且

颗粒表面内外压力差也不相同（颗粒间接触点应力

不同），本文将采用等效曲率半径和等效压力差概念

得到发生破坏颗粒群的等效表面张力表达式。按照

式（13）中物理量之间关系，表面张力与表面上的

压力差和表面曲率有关。上文中为表达破碎颗粒平

均比表面积，提出了一个等效颗粒尺寸，在此该等

效尺寸可用来度量将要发生破碎颗粒群的等效曲率

半径，而颗粒表面的压力差来自施加在试样上的应

力。因此，借鉴单个曲面表面张力的概念，颗粒群

的等效表面张力与等效曲率半径和施加在整个试样

上的应力关系可以表达为 
eq

p
1 2

H
d d


             （14） 

式中： eq 为试样在应力 作用下等效表面张力； pH

为比例系数，与颗粒材料破碎性质相关。 
因此，试样在应力 作用下消散到颗粒破碎过

程中的能量可表达为 

p 1eq s c
c

0 v ss

d 1
1
H d VE s
e Vd


 

 

 
      

   （15） 

式中： 0e 为颗粒开始破碎时孔隙比，或屈服孔隙比。 

5  颗粒破碎量与压缩量关系 

将式（15）代入能量守恒方程式（12），可以得

到： 

p 1s c
0

v ss

1
H d Ve e

Vd


  

 
   
 
 

      （16） 

式中： 为与摩擦角有关的常数。假设颗粒破碎后

密度不变，试样中颗粒破坏量可表示为 

c c
c

s s

M V
M V

               （17） 

式中： sM 为所有颗粒质量。因此，式（16）可写

成： 

p 1s
0 c

v s

1
H d

e e
d




  

 
   
 
 

      （18） 

如果破碎产物中最小颗粒尺寸远小于初始最小

颗粒尺寸，也就是  1 sd d 远小于 1，式（18）

可以写成： 

0 p ce e C               （19） 

式中： pC 为颗粒压缩破碎指数，并有： 

p s
p

v

H
C 

 
             （20） 

至此，借助分形几何学和表面物理学的理论，

建立了一维压缩试验中孔隙比与颗粒破碎量之间的

一般关系（式（16））。当颗粒破坏程度扩展到一

定程度，砂土等颗粒材料的孔隙比与颗粒破碎量呈

线性关系（式（19）），其系数-颗粒压缩破碎指数

与颗粒形状、摩擦系数及颗粒压缩破碎比例系数有

关。 

6  式（19）的验证 

6.1  渥太华砂的一维压缩试验 
试验材料采用 ASTM 20/30 渥太华砂，其相对

密度约为 2.65。颗粒中 SiO2含量约为 99.8%。颗粒

BF  

RF  
LF

FF  

y yR   

x xR 
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形状为圆形，颗粒最小和最大尺寸分别为 0.595 mm
和 0.841 mm。 

试验使用的压缩仪由不锈钢材料制成，内径为

63.5 mm，厚度为 5 mm，高度为 25.4 mm。为避免

试验中可能产生的移动以及偏压现象，另外加工了

固定底座和导向装置。试验采用 MTS 系统施加压

力，并采用激光传感器测量试样的位移。 
为了保证试样的一致性，每个试样质量确定为

138 g，在此条件下试样的初始孔隙比为 0.543。试

验过程中加载速率严格控制在 10 kN/min。试验后，

收集试样并进行筛分试验。 

 

 
图 4  不同应力水平下试样内颗粒分布曲线 

Fig.4  Grain size distribution curves of samples  
under different compression stresses 

 

 
图 5  一维压缩下渥太华砂孔隙比-颗粒破碎量关系 

Fig.5  Void ratio versus grain crushing amount ratio 
relation of Ottawa sand in one-dimensional compression 

 
如图 4 所示，试验后分别得到了试样在 10、18

和 28 MPa 压力作用后颗粒分布曲线。按式（17）
可以得到不同压力下试样的破碎量。试验中获得的

试样孔隙比-破碎量关系如图 5 所示。从图中可以看

到，随着压力增大，颗粒破碎量不断增大。将试验

所得数据与本文所得关系式（式（19））相拟合，

得到渥太华砂在一维压缩条件下孔隙比与颗粒破碎

量之间的关系如下： 

c0.529 0.50e            （21） 

式（21）表明，渥太华砂的屈服点孔隙比为

0.529。颗粒压缩破碎指数 pC 为 0.50。Harr 的研究

结果表明，石英质砂土颗粒的 s v  为 14～18[23]。

一般地，砂土摩擦角接近 30°，据此 为 0.167。
将上述值代入破碎压缩颗粒指数表达式（式（20）），
得到渥太华砂的颗粒压缩破碎比例系数 pH 为0.005。 

渥太华砂的一维压缩曲线如图 6 所示。对应于

由式（21）预测的屈服点，渥太华砂的屈服应力大

约为 10 MPa。在图 6(b)中可以看到，对应于该点试

样在 10 MPa 左右压缩系数出现略微的增加。 

 

 
       (a) 孔隙比-压力关系 

 

 
      (b) 压缩系数-压力关系 

图 6  渥太华砂一维压缩曲线 
Fig.6  One-dimensional compression curves 

of Ottawa sand 

 
6.2  其他文献数据 

为充分验证本文所得关系式，作者进行了相关

文献整理工作。从文献中得到的 7 种颗粒材料的试

验数据，表 1 列出了各种材料的颗粒形状、尺寸、

不均匀系数和初始孔隙比，以及用式（19）拟合得

到的参数 0e 和 pC 。各种材料的孔隙比与颗粒破碎量

之间的关系如图 7 所示。图中离散点为试验数据，

离散点附近直线为式（19）的拟合结果。 
从表中看，这 7 种材料颗粒形状不同：从圆形

到棱角形再到片状；颗粒强度不同：有强度较高的

硅砂，有中等强度的熔渣和焦炭以及低强度的人造

食品；颗粒级配不同：有颗粒较为均匀的硅砂试样，

也有颗粒相对不均匀的硅砂试样。从图中看，虽然

压
缩
系
数

 屈服点 

应力 
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各种颗粒材料形状、强度、级配各不相同，但都可

以用式（19）模拟，这说明本文得到的关系式较好

地反映了颗粒材料一维压缩条件下破碎量与压缩量

之间的关系。 
 

表 1  7 种颗粒材料性质对比表 
Table 1  Properties of seven granular materials 

颗粒尺寸/ mm 
材料编号 材料 颗粒形状 

最大值 最小值 
不均匀系数 初始孔隙比 颗粒压缩破碎指数 屈服点孔隙比 

OS1[4] 渥太华砂 圆形 0.425 0.850 -2.0 0.70 0.79 0.63 

OS2[9] 渥太华砂 圆形 0.425 0.850 -2.0 0.60 0.54 0.60 

BBS[4] 熔渣 棱角形 0.425 0.850 -2.0 0.80 0.61 0.79 

PC[11] 焦炭 棱角形 5.000 10.000 -1.5 2.30 1.72 2.02 

SS1[10] 硅砂 棱角形 1.400 1.700 -1.5 0.63 0.43 0.62 

SS2[10] 硅砂 棱角形 0.250 2.000 -3.0 0.67 1.14 0.65 

PS[12] 通心粉 片状 6.250 15.000 -1.5 2.40 1.25 1.63 

 

 
图 7  试验数据和模型预测对比 

Fig.7  The comparison between test data  
and model predictions 

 
从表中还可看出，渥太华砂由于颗粒形状大小

一致，颗粒压缩破碎指数相近；而硅砂虽然形状相

同，但由于级配不同，颗粒压缩破碎指数也不相同：

颗粒大小较为不均匀的试样颗粒压缩破碎指数高于

级配较为均匀的试样；从纵向比较，食品、焦炭等

低强度材料的颗粒破碎指数高于石英砂、硅砂等高

强度材料。据硅砂的试验数据分析，颗粒压缩破碎

指数不但与颗粒固体破碎性质相关，还与颗粒级配

有关，即颗粒固体强度与颗粒级配两个因素共同决

定了颗粒材料的破碎特性。 
除此之外，各种材料屈服点对应的孔隙比也列

入表中，其值与试验值也较为吻合。 

7  结  论 

砂土等颗粒材料在高应力作用下，内部颗粒将

发生破碎，这种破碎会引起颗粒分布曲线的演化，

同时也引起了能量的转化。通过研究可得以下结论： 

（1）得到了颗粒材料在高应力水平作用下颗粒

分布曲线演化模式，即颗粒破碎将从较小颗粒向较

大颗粒扩展，并且颗粒破碎产物的数量-尺寸关系服

从分形分布。 
（2）利用表面物理学理论，提出了颗粒材料等

效表面张力与破碎产物尺寸和施加应力的关系表达

式。 
（3）得到了颗粒破碎过程中的能量转换关系。

通过颗粒破碎过程中表面张力做功来度量消散到颗

粒破碎过程中的能量，改进了原有能量方程，从而

更合理地描述颗粒破碎过程。 
（4）得到了可以颗粒破碎量与宏观压缩量之间

的关系式，并利用几种颗粒材料的试验数据验证了

所得关系式。 
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